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Problem 1. O-reqnik

Mali Dekica je odluqio da napravi svoj prvi reqnik. U ǌega �e da smexta sve reqi kojih se
dokopa. Naravno kao xto je u svakom reqniku pravilo, reqi su poslagane po leksikografskom
poretku od najmaǌe do najve�e. Vremenom reqnik raste, pa bi mali Dekica voleo da zna za
neku req, koliko maǌih reqi od ǌe ima u reqniku.

Ulaz. (Ulazni podaci se uqitavaju na standardnog ulaza) U prvome redu ulaza nalazi se
jedan ceo broj N (1 ≤ N ≤ 100.000) koji predstavǉa broj komandi. U slede�ih N redova,
nalaze se neka od komandi

ADD rec

LESS rec

Reqi �e biti sastavǉene od slova engleske abecede, bilo malih bilo velikih, pri qemu se
smatra da su reqi ”PoPoKaTaPeTL” i ”POPOkataPETl” iste. Nijedna req ne�e biti du�a
od 100 znakova, a kompletan reqnik ne�e imati vixe od 2.000.000 slova.

Izlaz. (Izlazne podaci se ispisuju na standardni izlaz) Na standardni izlaz treba za
svaku komandu koja poqiǌe sa LESS ispisati po jedan ceo broj koji predstavǉa broj reqi
leksikografski maǌih od reqi koja sledi iza komande LESS. Svaki broj xtampati u novom
redu. Ako tra�ene reqi nema u reqniku ispisati ”no such word”.

Primer 1.
proizvod.in

14

ADD Petronije

ADD PeTrONIJE

ADD Jovan

ADD STEVAN

LESS Stevan

ADD ISTVAn

LESS pajVan

ADD maja

LESS istvan

ADD KlipaN

ADD Milica

LESS stevan

ADD Milica

ADD MiliCA

proizvod.out

2

no such word

0

6

Napomena. U 50% primera N �e biti maǌe ili jednako 1000.

Ograniqeǌa. Vremensko ograniqeǌe: 1s; Memorijsko ograniqeǌe: 64MB
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Rexeǌe i analiza. Prvi problem sa ovih kvalifikacija, ironiqno, predstavǉa i na-
jte�i problem. Naime, on jedini zahteva poznavaǌe teorije odnosno kako �emo videte nekih
naprednijih stukturu podataka. Proseqan broj bodova je bio oko 15 pri qemu je jedanaest
takmiqara imalo maksimalnih 100 bodova na ǌemu.

Problem je dosta nejasan nakon prvog qitaǌa (xto potvr�uje i dosta postavǉenih pitaǌa na
forumu u toku samog takmiqeǌa). Me�utim, skoro sve sumǌe otklaǌa primer dat u samom
problemu (xto i jeste svrha primera sa papira). U grubim crtama, od nas se zahteva da
implementiramo program koji simulira slede�i algoritam:

1. Postavi reqnik, oznaqi�emo ga sa recnik, na prazan skup.

2. Za svaku od n komandi, u redosledu datom kao u ulazu:

(a) Komanda oblika ADD rec: rec transformisati tako da sadr�i samo mala slova
engleske abecede (poxto reqi nisu case sensitive). Ukoliko rec ne pripada recnik-u,
ubaciti je.

(b) Komanda oblika LESS rec: rec transformisati tako da sadr�i samo mala slova
engleske abecede (poxto reqi nisu case sensitive). Ukoliko rec ne pripada recnik-u,
vratiti −1 kao rezultat; u suprotnom vratiti broj reqi iz reqnika koje su maǌe
od ǌe.

Pod ”maǌe” podrazumevamo maǌe u odnosu na leksikografski poredak. U daǉem delu teksta,
podrazumeva�emo da su reqi iz ulaza transformisane tako da se sastoje samo od malih
slova. Simulacija ovog algoritma za dati primer je prikazana na slici 1. Na ǌoj je recnik
u svakom od koraka prikazan u rastu�em poretku (uskoro �emo videti zaxto nam je poredak
bitan).

Slika 1. Objaxǌeǌe primera sa papira.

Analiza problema sa rexeǌima 2 Andreja Ili�



Prva runda Kvalifikacija za Okru�no takmiqeǌe Xkolska 2011/2012. godina

Ovde �emo izlo�iti dva rexeǌa ovog problema. Prvo, jednostavnije rexeǌe, koje je i
ve�ina takmiqara implementirala, �emo detaǉno obrazlo�iti, dok �e drugo biti izlo�eno
u kratkim crtama (vixe zbog same ideje). Bitno je ista�i da je metod koji se koristi u
prvom rexeǌu jako bitan i nadasve koristan.

Kao xto je i u gorǌem algoritmu opisano, potrebno je u svakom koraku od�avati strukturu
recnik (jox uvek ne znamo kako ona treba da izgleda) tako da mo�emo: (i) dodati novu req;
(iI) ispitati da li odre�ena req postoji u ǌoj; (iii) na�i broj reqi koji su maǌi od date
reqi iz reqnika.

Kod problema ovog tipa, gde se odr�ava struktura i potrebno je implementirati odre�en
broj operacija i upita, mogu�a su dva generalna pristupa:

• on-line pristup: Ovde se komande uqitavaju redom. Ukoliko je komanda zapravo upit,
odmah se xtampa ǌen odgovor.

• off-line pristup: Ovde se prvo sve komande uqitaju i kreira se struktura na osnovu
ǌih (drugim reqima ”izgled” strukture zavisi od samog ulaza). Zatim se ponovo kre�e
po komandama i tek tada xtampa rezultat za odre�eni upit.

Pitaǌe koje se ovde name�e jeste: Zaxto bi nama koristio off-line pristup? Odgovor ne�emo
dati u generalnom sluqaju (izgledao bi suvixe filozofski ovako u poqetku, a to svakako ne
�elimo), ve� �emo to uraditi kroz rexeǌe ovog problema.

Off-line rexeǌe: Pretpostavimo da smo na poqetku uqitali sve komande. Komande mo�emo
zapamtiti u obliku srukture command koja ima slede�e atribute:

atribut objaxǌeǌe
isAdd boolean koji slu�i da razlikujemo komande (uzima vrednost true ukoliko je

komanda za dodavaǌe reqi, inaqe je false)
word req koju treba ubaciti ili za koju treba izvrxiti upit
index redni broj odnosno pozicija komande u ulazu
sort indeks u sortiranom reqniku (u daǉem delu objaxǌavamo ovaj atribut)

Dakle, pri samo uqitavaǌu kreiramo niz komandi i za svaku od ǌih inicijalizujemo prva
tri atributa. Ovaj niz komandi, mo�emo sortirati leksikografski po atributu word
odnosno po reqima na koje se komande odnose. Xta dobijamo ovim? Ovim se dobija up-
ravo poredak reqi na kraju odnosno nakon izvrxeǌa svih komandi (pri qemu se i reqi iz
upita nalaze u ǌima). Zaxto nam je potreban ovaj poredak? Naime, kako se upit odnosi na
broj reqi koje su maǌe od date, mi na neki implicitni naqin moramo dr�ati reqi iz req-
nika sortirane (poxto je broj reqi koje su maǌe zapravo indeks upitne reqi u sortiranom
nizu umaǌen za jedan).

Ako bi pri svakom dodavaǌu nove reqi u strukturu, ponovo sortirali (odnosno poxto je
ona ve� sortirana ubacivaǌe izvrxavamo umetaǌem u linearnom vremenu), dobili bi da je
slo�enost ubacivaǌa nove reqi proporcionalan broju reqi u reqniku. Ovde ka�emo pro-
porcionalan iz prostog razloga xto ovde baratamo sa stringovima pa operacija upore�i-
vaǌa nije konstantne slo�enosti. Zaista, za upore�ivaǌe dva strainga, u najgorem sluqaju,
potreban broj operacija jednak je du�ini kra�e reqi.

Ukoliko bi mi imali kraǌi izgled reqnika, mi mo�emo req ubaciti na mesto na kojem se
ona nalazi na kraju (taqnije uvek odr�avamo poredak reqi). Na ovaj naqin dobijamo da
u svakom trenutku imamo sortiran niz reqi ali implicitno, jer izme�u reqi mo�e biti
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praznih mesta (mesta koja �e tek biti popuǌena reqima koje kasnije dolaze). Zato nakon
unosa komandi, sortiramo niz po atributu word.

Qemu nam slu�i atribut sort? Naime, nama nije bitno da imamo niz komandi sortiran po
atributu word. Kao xto �emo uskoro videti, potrebno je samo da za svaku od komandi znamo
ǌen indeks u sortiranom nizu. Dakle, u atribut sort pamtimo upravo ovaj indeks.

Slika 2. Izgled sortiranog niza reqi i niza komandi (u poqetnom i kopresovanom obliku).

Me�utim, na ovaj naqin ostavǉamo vixe poǉa za istu req (primer radi u ulazu se nalazi
tri puta req stevan). Zato nakon ovgo osnovnog sotiraǌa vrximo ”kopresiju” ovog niza.
Pod komresijom mislimo da sva ponavǉaǌa reqi izbacujemo. Kako je niz reqi sortiran,
ovo mo�emo uraditi u lineanom vremenu odnosno jednim prolaskom kroz niz (Kako?). Nakon
ovoga meǌamo i vrednosti atributa sort u naxim komandama.

Problem smo sveli na simulaciju slede�eg algoritama:

1. Inicijalizovati niz komandi, commands. Atribut sort na poqetku postavǉamo da ima
istu vrednost kao i index.

2. Sortirati niz komandi, indirektno preko indeksa sort (dakle ne meǌamo redosled ko-
mandi komande ve� vrednosti ovog atributa).

3. Komresija niza commands odnosno vrednosti atributa sort.

4. Postavimo niz stringova words, du�ine kopresovanog niza reqi, na prazne reqi. Ovo
�e nam predstavǉati staǌe strukture odnosno slu�i�e nam kao trenutni sortirani
niz reqi sa ”rupama”.

5. Ponovo se kre�emo po nizu komandi (po redosledu sa ulaza). Kada se nalazimo na k-toj
komandi:

(a) ako je komanda tipa add odnosno ako je commands[k].add = true, tada postavǉamo
words[commands[k].sort] = commands[k].word. Ovim req odmah postavǉamo upravo na
poziciju koju �e imati na kraju.

(b) ako je komanda tipa less odnosno ako je commands[k].add = false, tada prvo treba
ispitati da li je req ubaqena u reqnik. Ovo ispitujemo preko uslova da je
word[commands[k].sort] razliqito od praznog stringa. Ukoliko nije, kao rezultat
vra�amo no such word. U suprotnom potrebno je vratiti broj reqi pre ǌe, a ovo je
upravo broj ne praznih stringova u nizu words pre indeksa commands[k].sort.
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U suxtini, niz words ne mora biti niz stringova. ǋega smo tako definisali samo radi
lakxe analogije sa sortiranim nizom reqi. Sada kada znamo xta on zapravo predstavǉa,
mo�emo ga posmatrati kao niz celih brojeva. Na poqetku sve elemente inicijalizujemo na
nule. Kada se neka req ubacuje na poziciju k, mi zapravo postavǉamo words[k] na jedan.
Ovim se upit (broj reqi pre ǌe koje su postavǉene na 1) svodi na sumu elemenata niza pre
nekog indeksa. Zvuqi poznato? Ovaj problem se rexava kumulativnom tabelom.

Jedan od qestih problem koje sre�emo u programiraǌu jeste problem kumulativnih tabela,
koji se zasniva na slede�im operacijama nad dinamiqkim nizom:

• add(k, x) - pove�aj k-ti qlan niza za x

• count(k) - na�i sumu prvih k elemanata niza

Slika 3. Simulacija komandi nad kumulativnim nizom. Zadǌe dve komande (koje ne utiqu
na rezultat a i ne meǌaju strukturu) nisu prikazane.

Oqigledno ”rexeǌe” je da u nizu a quvamo vrednosti niza, a sumu prvih k qlanova dobijamo
sumiraǌem prvih k elemenata tog niza. To sa sobom povlaqi slo�enosti O(1) i O(n) za obe
operacije, redom. Druga mogu�nost jeste da se u dodatnom nizu sum pamte prefiksne sume.
Tada dobijamo obrnute slo�enosti za operacije (za svako dodavaǌe k-tom elementu moramo
da promenimo i vrednosti svih suma indeksa ve�eg ili jednakog k). Do optimalnijeg rexeǌa
dolazimo ukoliko pokuxamo da ove slo�enosti ujednaqimo. Struktura podataka koja rexava
ovaj problem u slo�enosti O(n log n), za obe operacije, jesu pomenute kumulativne tabele.
Ovde ne�emo opisati algoritam kumulativnih tabela. Qitaocu predla�emo da se sa istim
upozna u drugoj literaturi.

”Uopxteǌe” kumulativnih tabela je sutruktura: segmentno stablo (eng. segment tree). Seg-
mentnim stablom se tako�e mogu raqunati prefiksne sume u logaritmaskom vremenu (izme�u
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ostalog), tako da se i ǌihovom implementacijom dobija ista slo�enost. Naravno, pre-
poruqujemo da uvek primeǌujete onu u qijem druxtvu se sigurnije ose�ate.

Dakle, definisaǌem niza word preko kumulativne tabele, dobijamo konaqan algoritam. Zbog
mnoxtva koraka koje imamo u algoritmu, postavǉa se pitaǌe koja je konaqna slo�enost ovog
algoritma. Prvi korak, odnosno sortiraǌe niza komandi, ima slo�enost O(n log n · 20).
Odakle 20 u ovoj formuli? Pa ve� smo napomenuli da poxto se ovde igramo sa stringovima,
slo�enost upore�ivaǌa je jednak du�ini maǌeg stringa. Ograniqeǌe za du�inu stringa
je 100 me�utim proseqna du�ina stringa je 20 (napomenuto je da ukupna du�ina ne prelazi
dva miliona karaktera). Drugi korak, koji se odnosi na kompresiju ima slo�enost O(n · 20)
(linearna slo�enost ali parametar upore�ivaǌa je opet zastupǉen). Na kraju ostaje deo
vezan za simulaciju, koji se svodi na direktnu primenu kumulativne tabele. Konaqno, do-
bijamo da je slo�enost naxeg algoritma jednaka O(n log n · 20 + n · 20 + n log n) = O(20 · n log n).

On-line rexeǌe: Kao xto smo napomenuli na poqetku, postoji jox jedan naqin za rexavaǌe
ovog problema. Kǉuqna razlika izme�u ovih pristupa je xto je ovo off-line rexeǌe. Drugim
reqima, u tekstu problema se moglo zahtevati da se odmah nakon unosa komande less xtampa
rezultat. Tada, opisani algoritam ne bi bio rexeǌe (poxto on zahteva unos svih komandi
u startu). Me�utim, obiqno je off-line pristup dosta lakxi.

Ovde �emo ukratko izneti ideju algoritma, ali je ne�emo detaǉno opisivati. Odmah u
startu treba napomenuti da je, za ovaj konkretan primer, jako texko imeplentirati ovaj
algoritam zato xto je memorijsko ograniqeǌe ovog problema jako malo - 64MB. No, nadamo
se da �e vam ova ideja probuditi maxtu i da �e vam biti jox jedano oru�je u arsenalu.

Kao i prvo rexeǌu, i ovde �emo koristiti jednu napredniju strukturu podataka: trie.
Detaǉniji opis ove strukture je izdvojen i dat u prilogu A. Sve reqi koje se dodaju u
reqnik, ubaciva�emo u naxe stablo. Kada nai�emo na upit less za req word, prvo je potrebno
ispitati da li se req nalazi u reqniku. Ovo radimo jednostavnim kretaǌem od korena, a
prate�i karaktere reqi word. Ukoliko se req nalazi u stablu, zavrxavamo u markiranom
qvoru, koji �emo oznaqiti sa v.

Slika 4. Prikaz stabla i raqunaǌa odgovora za komandu less. Plavom bojom su obojeni
qvorovi po kojima se kre�emo, a sivom oni za koje sabiramo count vrednosti.
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Kako mo�emo okarakterisati reqi koje su maǌe od word koja se nalazi u qvoru v (pod
”nalazi” podrazumevamo da se req pri kretaǌu od korena zavrxava u tom qvoru)? Pos-
matrajmo req w kojoj odgovara qvor u. Oznaqimo sa p prvog zajedniqkog roditeǉa za ova dva
qvora. Reqi w �e biti leksikografski pre reqi word ako i samo ako se podstablo roditeǉa
p kome pripada u nalazi levo od podstabla kome pripada v. Ovde treba izdvojiti specijalne
sluqajeve kada je p = v ili p = u. Dakle, odgovor za less dobijamo tako xto pri kretaǌu kroz
stablo, po karakterima reqi word, kada prelazimo sa qvora v na qvor u sabiramo count-ove
sve dece qvora v koja su pre u (za dodatno objaxǌeǌe pogledati sliku 4).

Slo�enost ubacivaǌa reqi jednak je ǌenoj du�ini. Slo�enost upita jednak je du�ini reqi
pomno�enoj sa 26. Mno�imo sa 26 zbog sumiraǌa count atributa ”ro�aka” koji su levo od
qvor koji pose�ujemo. Ako sa len oznaqimo ukupnu du�inu ulaza, odnosno ukupnu du�inu
reqi, slo�enost ovog algoritma je O(len ·26). Jox jednom napomiǌemo da je za ovaj konrektan
problem jako texko implementirati ovu ideju zbog malog memorijskog ograniqeǌa, ali se
nadamo da ste u�ivali u ǌoj.
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