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Problem 2. Stepen

Za dva data prirodna broja a i b (2 ≤ a ≤ b < 264) odrediti prirodne brojeve x i k tako da
va�i a ≤ xk ≤ b, a da je k xto ve�e mogu�e. U sluqaju da ima vixe rexeǌa ispisati ono u
kojem je x najmaǌe.

Ulaz. (Ulazni podaci se uqitavaju na standardnog ulaza) U prvoj i jedinoj liniji stan-
dardnog ulaza se nalaze prirodni brojevi a i b.

Izlaz. (Izlazne podaci se ispisuju na standardni izlaz) Na standardni izlaz ispisati
redom dva tra�ena prirodna broja x i k.

Primer 1.
stepen.in

5 20

stepen.out

2 4

Primer 1.
stepen.in

35 50

stepen.out

6 2

Ograniqeǌa. Vremensko ograniqeǌe: 0.5s; Memorijsko ograniqeǌe: 16B

Rexeǌe i analiza. Drugi problem na kvalifikacijama bio je matematiqke prirode. Rex-
eǌe problema se vrlo jednostavno mo�e iskazati u vidu matematiqkog algoritma. Me�utim
kako se mi ovde igramo u binarom i ograniqenom svetu, nije sve tako lako kao xto iz-
gleda. Proseqan broj bodova u toku takmiqeǌa bio je oko 28, dok je 50% takmiqara osvojilo
pozitivan broj bodova na ǌemu. Samo xesnaest takmiqara je imalo maksimalni uqinak.

Slika 1. Grafik broja osvojenih bodova svih takmiqara.

Prva stvar koju treba primetiti jeste da su mogu�e vrednosti stepena k jako diskretne.
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Naime, kako su granice segmenta ograniqene sa 264, a imaju�i u obzir qiǌenicu da je x
prirodan broj, imamo da tra�eni stepen k ne mo�e biti ve�i od 63. Dakle, k uzima vrednosti
iz skupa {1, 2, . . . , 63}.

U tekstu problema se zahteva minimizacija broj x za tra�eno k. Prepostavimo da smo
stepen k fiksirali. Koje su mogu�e vrednosti za broj x? Ukoliko dati uslov a ≤ xk ≤ b
malo transformixemo, dobijamo da va�i

k
√
a ≤ x ≤ k

√
b

Kako je x prirodan broj, minimalna vrednost koja zadovoǉava gorǌe nejednakosti mo�e
imati dva oblika:

b k
√
ac ili b k

√
ac+ 1

Jednostavnim ispitivaǌem da li prva odnosno druga mogu�nost zadovoǉava i gorǌu granicu,
nalazimo tra�eno x za dato k. Kako k mo�e imati samo 63 mogu�ih vrednosti, ispitivaǌem
svake mogu�nosti dolazimo do konaqnog rexeǌa. Ovde treba napomenuti da sluqaj k = 1
treba posebno da se izdvoji. Poxto se tra�i maksimalno k, mo�emo krenuti od maksimalne
mogu�e vredniti, odnosno 63, i redom ispitivati za vrednost x. Qim nai�emo na prvo k za
koje postoji x koje zadovoǉava uslove, program mo�e prekinuti rad i vratiti ove vrednosti.

Algoritam: Pseudo kod algoritma problema Stepen
Input: krajevi segmenta a i b
Output: tra�ene vrednosti x i k

for k ← 63 to 2 do
x = b k

√
ac;

if (xk < a) then
x = x+ 1;

end

if (a ≤ xk ≤ b) then
return (x, k)

end

end

return (a, 1)

Data ograniqeǌa zahtevaju rad sa 64-bitnim tipovima podataka. U C -u mo�emo koristiti
tip unsigned long long, a u Pascal-u tip Qword. Oba tipa uzimaju vrednosti iz segmenta [0, 264−
1], xto je upravo nama i potrebno. Za raqunaǌe vrednosti x, odnosno k-tog korena broja a,
koristimo funkcije:

• pow (a, 1/k) u C -u

• Exp(ln(a) / k) u Pascal-u (ovo je zapravo ”vextaqka” verzija funkcije stepena jer koris-
timo prirodni logaritam kao me�ukorak, odnosno k

√
a = a1/k = eln(a

1/k) = e
1
k ln a)

Me�utim kao xto smo napomenuli, ovde imamo jedan mali problem. Naime, pri pozivu
funckcije pow koja kao parametar prima tip double mo�e, za ve�e vrednosti ulaznih po-
dataka, izgubiti na taqnosti. Primera radi izvrxavaǌem slede�eg koda

unsigned long long a = 18446744073709551615uLL;
double tmp = (double) a;
printf ("\%lf \n", a);
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na standardnom izlazu �e biti ispisano: 18446744073709552000.000000. Me�utim, ovu zamku
smo izbegli, a da toga nismo ni sveni. Naime, u kodu proveravamo da li je pow(x, k) < a
i ako jeste pove�avamo x za jedan. Ovim dodatnim ispitivaǌem sigurno dobijamo tra�enu
vrednost x kao ceo broj (naravno ovo ne va�i za realnu vrednost). Veliki broj takmiqara
je zbog ovog previda, osvojio 85 boda.

Slo�enost ovog algoritma je texko taqno izraqunati. Me�utim, ona je, moglo bi se re�i
konstantna, jer u svakom od 63 koraka imamo raqunaǌe stepena koji mo�e biti implementiran
u linearnom ili (mada ovde nepotrebno) logaritamskom vremenu. U ovom problemu je akcenat
bio na preciznosti, a ne na brzini.

Napomena. Druga mogu�nost je bila impelementacija posebne funkcije za raqunaǌe k-tog
korena. Na ovaj naqin prebacivaǌe u double ne bi bilo potrebno, tako da se ne bi gubila
gore opisana prezicnost. Navedena funkcija se mo�e implementirati uz pomo� binarne
pretrage.
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