PRVA RUNDA KVALIFIKACIJA SKOLSKA 2012/2013. GODINA

Prva runda kvalifikacija za Okruzno takmicenje, 2013. godine
Analiza problema sa reSenjima

Pocev od ove godine, uveden je novi nivo takmicenja — Kvalifikacije, kao najnizi u godiSnjem ciklusu
takmicenja. Same kvalifikacije se sastoje iz dve runde. Runde traju nedelju dana i sadrZe po pet problema,
od koji svaki moze doneti po 100 bodova. Uslov za ucesc¢e na okruznom takmicenju je osvojenih 100 ili vise
bodova u sumi runda kvalifikacija (drugim rec¢ima 100 od mogucih 1000 bodova).

Ovaj dokument sadrZi analizu problema sa reSenjima sa prve kvalifikacione runde za okruzno takmicenje
2013. godine. Ukoliko imate dodatnih komentara ili sugestija, slobodno se obratite takmicarskoj komisiji.

Komisija za organizaciju srednjoskolskih takmicenja iz pogramiranja
e- mail: tak.prog@gmail.com
sajt: takprog.dms.rs
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Problem 1. KDelioci

Dat je prirodni broj N. Za prirodni broj D > 0 kaZzemo da je delioc broj N ukoliko D deli N. Kolika je
aritmeticka sredina svih delioca datog broj N?

Aritmeticka sredina brojeva D4, D,, ..., D,,, jednaka je: Dy+Dyte++Dp

Ulaz. Prvi i jedini red standardnog ulaza sadrzi prirodni broj N(1 < N < 10°).

Izlaz. U prvi i jedini red standardnog izlaza ispisati aritmeticku sredinu deliloca datog prirodnog broja. Broj
Stampati sa tacnoscu od dve decimale.

Primer
Ulaz Izlaz
6 3.00

1424346 _

Objasnjenje primera. Delioci broj 6 su: 1,2, 3 i 6. Njihova aritmeticka sredina je: 3.

Resenje i analiza:

Prvi problem je bio najlaksi problem na kvalifikacijama i predstavlja Skolski tip problema. Prosecan broj
bodova osvojenih na ovom problemu bio je 70.77, dok je viSe od polovine takmicara imalo maksimalan skor.

Naivna implementacija koja za svaki prirodni broj od 1 od N ispituje da li deli broj N, nije dovoljno efikasna
za ogranicenja koja su data u samom problemu. Pristup jeste korektan ali je linearne sloZenosti. Takmicari
Cije je reSenje bazirano na ovaj ideji osvojili su 40 poena.

Za reSenje ovog problema koristi se sli¢na ideja kao pri ispitivanje da li je dati broj prost. Naime, ukoliko
Zelimo da ispitamo da li je prirodni broj N prost, dovoljno je da vidimo da li je deljiv nekim prirodnim brojem
iz segmenta [1, \/N]. Zasto je ovo dovoljno za proveru? Ukoliko broj D deli broj N, tada on ima svog “para”
koji takode deli broj N a to je %. Kako je D -% = N, tada barem jedan od brojeva D ili % maniji ili jednak od

korena broja N (u suprotnom bi proizvod bio veci od broja N). Kako barem jedan broj iz svakog para pripada
datom segmentu, ovim pristupom éemo sigurno pokriti sve delioce broja N.

Slika 1. Primer delioca broja 12 i broja 16 (popun kvadrat). Strelicama su oznaceni parovi delilaca,
a crvenom brojm je oznatena granica segmenta odnosno vN.
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Zbog gore navedene Cinjenice, moZemo ispitati samo brojeve iz segmenta [1, \/N]. U slucaju da neki od njih
deli broj N, odmah znamo da je i broj % delilac. Medutim postoji specijalan slu¢aj delioca — ukoliko je broj N
potput kvadrat tj. \/Nje ceo broj, tada je njegov par zapravo isti broj. Ovaj slucaj je potrebno posebno ispitati.

Pseudo kod opisanog resenja:

Ulaz: prirodni broj N
Izlaz: aritmeticka sredina delilaca broj N

01 suma = 0;

02 num = 0;

03 for D = 1 to VYN do

04 if D deli N then

05 suma = suma + D + N / D;
06 num = num + 2;
07 endif

08 endfor

09 if (Vﬁ-ceo broj) then
10 suma = sum - JN;

11 num = num - 1;

12 endif

13 return (suma / num);

Na kraju treba napomenuti da zbog velikih ograni¢enja ulaznih podataka treba koristiti realnu vrednost
promenjive suma i to sa sto ve¢om ta¢noscu — tip doube. Takmicari koji su koristili tipove kao $to su float,
za C++, odnosno real, za Pascal, nisu mogli da osvoje maksimalni broj bodova.
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Problem 2. Menjanje Stringa

Dat je string S duzine N sastavljen od malih slova engleskog alfabeta. Nad njim se, redom, izvrSava Q upita
jednog od sledeca dva tipa:

1i x - zameniti i-ti znak u trenutnom stringu znakom x (1 < i < n, x je malo slovo engleskog alfabeta).
2 - obrnuti trenutni string, tj. zameniti prvi i poslednji znak, drugi i pretposlednji itd.

Odrediti izgled stringa S posle svih upita.

Ulaz. Prvi red standardnog ulaza sadr#i, redom, brojeve N i Q razdvojene razmakom (1 < N,Q < 2 - 10°).
Naredni red sadrzi string S duzine N sastavljen od malih slova engleskog alfabeta. Narednih Q redova
sadrZe upite u gore pomenutom obliku. Upiti se izvrSavaju u datom redosledu.

Izlaz. U prvi i jedini red standardnog izlaza ispisati izgled stringa posle svih upita.

Primer

Ulaz 1zlaz

54 emcnc
abcde
1 2n
2
1
1

2 m
5 ¢

Objasnjenje primera. String se menja na sledeéi nacin: abcde — ancde — edcna — emcna — emcnc.

Napomena. U 50% test primera je N < 100.

Resenje i analiza:

Ovo je prilicno standardan takmicarski problem gde jedna jednostavna ali lepa ideja daje elegantan kod i
maksimalan broj poena. Po rezultatima takmicara, opravdao je svoje mesto drugog najlakseg zadatka.

Kod mnogih problema sa upitima/operacijama/naredbama, najjednostavnije resenje je direktna simulacija.
Ovde je to vrlo jednostavno implementirati — upit 1 i x je ekvivalentan dodeli S[i] = x, dok je za upit 2

(obrtanje stringa) dovoljno zameniti mesta karakterima na pozicijama i in—i+ 1 za svako 1 <i < g

Medutim, iako je sloZenost upita tipa 1 konstantna, sloZenost obrtanja stringa je O(n) po upitu Sto daje
ukupnu slozenost od O(NQ) - ovo nije dovoljno efikasno. Opisana simulacija donosi 50 poena, $to su
takmicari mogli i ocekivati na osnovu napomene.

Glavna ideja je primetiti da, iako moramo pratiti upite tipa 2 da bismo ispravno izvrsavali upite tipa 1,
direktna simulacija obrtanja stringa nije potrebna. Naime, prilikom izvrSavanja upita tipa 2 string S
naizmenicno prelazi iz “pocetnog” u “obrnuto” stanje i iz obrnutog u pocetno stanje; proizvoljna pozicija i u
stringu prilikom obrtanja prelazi u poziciju n — i + 1 dok se prilikom novog obrtanja vra¢a na isto mesto.
Prema tome, ukoliko je string S u pofetnom stanju, upit 1 i x ima znadenje S[i] = x, dok ukoliko je string S
u obrnutom stanju, upit 1 i x znaci da treba promeniti (n — i + 1)-vi karakter stringa, tj. S[n — i + 1] = x.

Opisani algoritam ne simulira obrtanje svaki put i radi u sloZenosti O(1) po upitu $to daje ukupnu slozenost
O(N + Q) i osvaja sve poene. Za pracenje da li je S u pocetnom ili obrnutom stanju moZemo koristiti
standardno; u suprotnom Stampamo ga unazad.
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S[i] S[n-i+1]

Slika 1. Pozicija i u obrnutom stringu odgovara pozicijin — i + 1 u po¢etnom stringu.

Pseudo kod opisanog resenja:

Ulaz: string § duzine N i Q upita
Izlaz: string S posle svih upita

01 obrnut = false;
02 for j =1 to Q do

03 if Q[j] naredba tipa 1 then
04 if obrnut then

05 Sn—i+1]=x;
06 else

07 S[i] = x;

08 endif

09 else obrnut = not obrnut;

10 endfor

11 if obrnut then Obrni String S; // standardno obrtanje
12 return S§;

Napomenimo da su najc¢esce greske u Pascal-u bile deklarisanje S kao tip string (koji moze da prihvati samo
255 karaktera dok S moZe imati do 200.000) a u C/C++-u deklaracija “char S[200000];” (koja ne ostavlja
mesta za karakter “\0’ koji oznacava kraj stringa). Par reSenja sa tacnom idejom je ostalo bez maksimalnog
broja poena zbog ovakvih gresaka.
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Problem 3. Borovnice
Perica i Jovica sakupljaju gomile borovnica. N gomila borovnica je poredano u red. Perica sakuplja gomile s
pocetka reda, a Jovica s kraja reda. Nakon Sto sakupe sve gomile, svako prebroji svoje borovnice.

Dato je Q upita. Svaki upit sadrzi jedan broj K, a vi trebate da odgovorite da li je moguée da na kraju i
Perica i Jovica imaju vise od K borovnica.

Ulaz. Prvi red standardnog ulaza sadrzi dva celabrojaNiQ (1 < N < 100.000,1 < Q < 1.000.000), broj
gomila i broj upita, respektivno.

U drugom redu nalazi se N celih brojeva iz intervala [1, 1.000.000], koji predstavljaju broj borovnica na
svakoj od N gomila.

U sledeéih Q redova nalazi se po jedan broj K (1 < K < 1.000.000.000).

Izlaz. Na standardan izlaz ispisati Q redova, koji predstavljaju odgovore na svaki od Q upita. Svaki red mora
da sadrzi jedan karakter: d - ako je moguce da obojica sakupe vise od K borovnica, ili n - ako nije moguce
da obojica sakupe vise od K borovnica.

Primer 1

Ulaz 1zlaz
4 3 d
3856 n
7 n
14

11

Primer 2

Ulaz Izlaz
4 1 d
8 1 2 2

4

Objasnjenje primera 2. Ako Perica uzme prvu gomilu borovnica (8), a Jovica uzme preostale tri (2 + 2 +
1 = 5), obojica ¢e na kraju imati vise od 4 borovnice.

Resenje i analiza:

Problem Borovnice je srednji zadatak po teZini na ovim kvalifikacijama. Karakteristican je i po koli¢ini
podataka na ulazu i izlazu, pa su takmicari morali da obrate paZnju da ne koriste spore funkcije prilikom
baratanja sa ulazom i izlazom.

Neka je dati niz gomila oznacen sa borovnice. Problem, odnosno odgovor na odredeni upit, se svodi na
proveru da li postoji indeks p u nizu borovnice, za koji vazi da je 27;1 borovnice[i] > K A

YL, +1 borovnice[i] > K.

Jasno je da se jedna od ovih suma moZe neposredno izracunati ako smo prethodno izracunali ukupan broj
borovnica B. Ako od ukupnog broja borovnica oduzmemo broj borovnica u jednom delu niza, dobi¢emo broj
borovnica u drugom delu niza, tj. Z?’:pﬂborovnice[i] =B - Z?=1 borovnice[i]. Ovo dovodi do naivnog

. _______________________________________________________________________________________________|
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reSenja gde za svaki upit prolazimo kroz niz te trazimo indeks p, za koji vazi da je Zle borovnice[i] > K, te
zatim proveravamo da livazi B — Zle borovnice[i] > K. Prilikom ispitivanja nekog indeksa p, ukupan broj
borovnica u prvom delu niza ne racunamo prolazedi kroz sve gomile i sabirajuci sve borovnice na gomilama
od 1 do p, ve¢ na broj borovnica na gomilama od 1 do p — 1 dodajemo broj borovnica na gomili p. To jest,
Z?zl borovnice[i] = 2?2—11 borovnicel[i] + borovnice[p]. Ovo resenje ima slozenost O (QN) i donosi oko
50% bodova.

Resenje koje donosi 80-100% bodova koristi binarnu pretragu. Prvo ¢emo da prekalkuliSemo niz suma, gde
je sumalp] = Zf=1 borovnice[i],zap = 1,2, ..., N. Ovo radimo u linearnoj sloZenosti po N, na nacin opisan
u prethodnom pasusu. Posto je ovaj niz rastuci, binarnom pretragom moZemo da pronademo najmanji
indeks p, za koji vazi da je sumalp] > K, a zatim proverimo da li je i B — suma[p] > K. Primetimo da se
traZi najmanji indeks, jer nema potrebe dodavati jo$ borovnica u taj deo niza ako je njihov broj ve¢ veci od
K, dok bismo dodavanjem samo smanijili broj borovnica u drugom delu niza. Posto je sloZenost binarne
pretrage O(logN), a mi vrSimo pretragu prilikom svakog upita, ukupna slozenost je O(N + QlogN).

lako je prethodno reSenje sa pametnom implementacijom moglo da nam donese i maksimalan broj bodova,
postoji jos efikasnije reSenje. Primetimo da je uslov da su oba broja veéa od K sigurno zadovoljen ako je
maniji broj veci K. Takode, uslov nije zadovoljen ako maniji broj nije vec¢i od K. Ova Cinjenica dovodi do ideje
da je potrebno maksimizovati broj borovnica u delu niza koji ima manje borovnica, tj. Zelimo da je manji broj
$to vedi. Odnosno, mi trazimo takvu podelu niza, za koju vazi da je min(P,J) maksimalno, gde je P broj
borovnica u prvom delu niza, a J broj borovnica u drugom delu niza. Ovu podelu moZemo da nademo jednim
prolazom kroz niz gomila, ispitujuci svaku mogucu podelu na nacin ranije opisan, i pamteci najbolju. Kad
odredimo koji je to maksimalan broj, na svaki upit mozemo da odgovorimo samo proverom da li je on vedi
od K. Posto ovo resenje ima sloZzenost odgovaranja na upite 0(1), ukupna slozenost algoritma je O(N + Q).

Glavni deo koda ovog resenja u C++:

scanf ("%d %d", &n, &q);
for (int 1 = 0; 1 < n; i++)

scanf ("%d", &borovnicel[il]):;
jovica += borovnicel[il];

for (int 1 = 0; 1 < n; i++)

perica += borovnicel[il];
jovica -= borovnicel[il];
maxBorovnica = max (maxBorovnica, min(perica, jovica));

for (int i = 0; 1 < qg; i++)

scanf ("%d", &k);
if (maxBorovnica > k)
printf ("d\n") ;
else
printf ("n\n");

. _______________________________________________________________________________________________|
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Problem 4. Razlika Stringova

Data su dva stringa - A i B (length(A) > length(B)) sastavljena od malih slova engleske abecede. Neki
karakteri u stringu B su zamenjeni karakterom '?".

Razlika izmedju dva stringa S1i S2, iste duZine, je broj indeksa X tako da je S1[X] # S2[X].

Ukupna razlika izmedu stringova A i B je zbir razlika izmedju stringa B i svakog podstringa uzastopnih
elemenata duzine length(B) stringa A.

Primer:
Ukupna razlika izmedju stringova "abataraba" i "baba" je jednaka

razlika("baba","abat") [4] +
razlika("baba","bata") [1] +
razlika("baba","atar") [4] +
razlika("baba", "tara") [2] +
razlika("baba","arab") [4] +
razlika("baba","raba") [1] = 16

Zameniti karaktere '? ' u stringu B tako da ukupna razlika bude najmanja moguca. Ukoliko ima vise resenja,
ispisati leksikografski najmanje.

Ulaz. U prvom redu standardnog ulaza nalazi se string A. U drugom redu se nalazi string B. Duzina stringa A
ce uvek biti veca od duzine stringa B.

Izlaz. U prvom redu standardnog izlaza ispisati string B nakon zamenjivanja karaktera '? ' tako da se dobija
najmanja ukupna razlika izmedju stringova A i B. U drugom redu standardnog izlaza ispisati najmanju
ukupnu razliku izmedju stringova A i B.

Primer

Ulaz 1zlaz
abbcd bbd
b2d 4
gwertytre detrz
dr???z 20
abataraba aaa
27?7 10

Objasnjenje 2. primera. Stringovi koji daju ukupnu razliku 20 su (leksikografski od najmanjeg ka najvec¢em):
detrz, dettz, drtrz, drttz, dttrz, dtttz, dwtrz, dwttz, dytrz, dyttz.

Ogranicenja:

U 30% primera ce biti: 1 length(B) < length (A) < 1.000 i samo jedan karakter '?" u stringu B.
U 50% primera ce biti: 1 < length(B) < length (A) < 1.000

U 100% primera ce biti: 1 < length(B) < length (A) < 1.000.000

<
<

. _______________________________________________________________________________________________|
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Resenje i analiza:

Ukoliko pogledamo ogranicenja iz zadatka, vidimo da u 30% test primera u stringu B postoji samo jedan
karakter ‘?’, i duZine stringova A i B su najvise 1000. Jednostavno resenje za ove slucajeve je da zamenimo
?” svakim slovom od’a’ — ’'Z’, a ukupnu razliku izracunamo prolazedi kroz sve podstringove stringa A, duzine
length(B), uporedujuci svaki karakter sa odgovarajué¢im karakterom stringa B. lako je izgledalo kao lako
resenje, veéina takmicara nije ni pokusala da ga uradi, pa zato dajemo pseudo kod ovog reSenja:

Ulaz: Stringovi A i B
Izlaz: Minimalna ukupna razlika i odgovarajuci string B

01 min razlika = +o0;
01 for i = 1 to N do

02 if (B[i] == ‘?’) then

03 for s = ‘a’ to ‘z’ do

04 Bli] = s;

05 razlika = ukupna razlika(A,B);
06 if (razlika < min razlika) then
07 min razlika = razlika;
08 resB = B;

09 endif

10 endfor

11 endif

12 endfor

13

14 print resB, min razlika

Ukupna razlika(string A, string B)

01 ukupna razlika = 0;

02 for i = 1 to length(A)-length(B)+1 do

03 for j = 1 to length(B) do

04 if (A[i+j-1] !'= B[Jj]) ukupna razlika++;
05 endfor

06 endfor

07

08 return ukupna razlika

Da bi dosli do efikasnijeg resSenja, potrebno je da vidimo kako moZemo brZe da izracunamo ukupnu razliku
izmedu dva stringa. Posmatrajmo primer kada je A = "abataraba” i B = "baba’.

EEER - [ [a]0[=] [« (OISR r [2]0]2] [=]® [ab]a]
[ofab]] [eTa]b]e] [eTa]b]e]

HOE bla]  [a]efa]: [EIIETB]=] [a]0]]¢]- [ElSTETE]
[oTa]b]a] [ofab]a] [ofab]]
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Slika 1. Poredjenje podstringova kod racunanja ukupne razlike za stringove A i B

Ono sto je ovde bitno primetiti je sa kojim karakterima stringa A se uporeduju pojedinacni karakteri stringa
B. Ovo moZemo videti na sledecoj slici:

Slika 2. Prikaz sa kojim karakterima iz stringa A ¢e se uporedivati svako pojedinacno slovo stringa B

Sada nije tesko zakljuciti da ¢emo i-ti karakter stringa B uporedivati sa svim karakterima iz intervala

[i,i + length(A)- length(B) + 1], stringa A, odnosno da ¢emo na ukupnu razliku dodati broj karaktera iz
grupe (Ali], Ali + 1], Ali +2], ..., A[i + lenA — lenB + 1]) koji su razli¢iti od BJ[i], za svako i€
[1,length(B)].

Postavlja se pitanje kojim slovima treba zameniti nepoznate karaktere u stringu B? Iz prethodno navedene
¢injenice vidi se da je na mestu i optimalno slovo bas ono koje se pojavljuje najvise puta u stringu A u
intervalu [i, i + length(A) — length(B) + 1], jer ¢e tako biti najmanje drugih karaktera koji su razli¢iti od
njega. Ukoliko ima vise mogucih slova, uze¢emo ono koje prvo dolazi po abecednom redu kako bi na kraju
dobili leksikografski najmanji string.

Naivno traZenje slova koje se najviSse puta pojavljuje u svakom intervalu posebno, dovodi do sloZenosti
O(length(B) - (length(A) —length(B))), $to nije dovoljno za maksimalan broj bodova, pa je zato
potrebno primetiti joS jednu stvar.

Oznac¢imo sa D broj length(A) — length(B) + 1. Sada je potrebno pronaci koje slovo se najvise puta
pojavljuje u intervalima [1,D + 1], [2,D + 2], [3,D + 3], itd. u stringu A. Posto su svi intervali jednake
duZine D, i uzastopni su, to nam omogucuje da lako update-ujemo vrednosti koliko se koje slovo puta
pojavljuje, bez potrebe da uvek racunamo sve ispocetka. Naime, ako smo pronasli za svako slovo s koliko se
puta ono javlja uintervalu [i, D + i], i obeleZili to sa broj_pojavljivanja[s], onda kada prelazimo na interval
[i+1, D+i+1] dovolino je oduzeti jedno pojavljivanje slova A[i](odnosno umanijiti
broj_pojavljivanja[A[i]] za 1), a povecati pojavljivanje slova A[D + i + 1].

Posle ovih zaklju¢aka, implementacija reSenja u slozenosti O (length(A)) ne bi trebalo da bude previse teska,
a ovde ¢emo prikazati pseudo kod opisanog resenja:

ANALIZA PROBLEMA SA RESENJIMA 10
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Ulaz: Stringovi A 1 B
Izlaz: Minimalna ukupna razlika i odgovarajuci string B

01 broj pojavljivanjals] = 0, za svako sE€['a,'z]
02 D = length(A) - length(B) + 1;
03 for i = 1 to length(A) do

04 if (1 > D) then

05 broj pojavljivanja[ A[i-D] ]--;

06 endif

07 broj pojavljivanjal[ A[i] ]++;

08 if (i >= D) then

09 if (B[i] == '?’) then

10 s = najveci element (broj pojavljivanja);
11 B[i] = s;

12 endif

13 uk razlika += D - broj pojavljivanjal B[i] ];
14 endif

15 endfor

16

17 print B, uk razlika

Napomena. Ovde je bitno (kao i u svakom drugom zadatku) voditi racuna o grani¢nim slucajevima i
maksimalnim vrednostima koje mogu imati pojedine promenljive. Tacnije, najveca razlika stringova se moze
dobiti kada je npr. string A = "aaa ...aaa” (1.000.000 slova 'a’), a string B = “bbb ... bbb" (500.000 slova
'b), i ona iznosi 25 - 100, $to prelazi granicu longint-a u Pascalu ili int-a u C/C++, pa je potrebno za
promenljivu uk razlika koristiti 64-bitni tip podataka, tj. int64 u Pascalu i long long u C/C++. NaZalost,
iako je nepainja oko biranja tipa podataka viSe puta pomenuta kao standardna greSka, i u ovim
kvalifikacijama smo naisli na veliki broj takmicara koji su je ponovili i tako izgubili dragocen broj poena.

. _______________________________________________________________________________________________|
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Problem 5. Plusevi i Minusevi

Data je Sahovska dimenzije 8 x 8. U svakom polju table nalazi se ili znak '+' (plus) ili znak '—' (minus). U
jednom potezu je dozvoljeno izabrati proizvoljnu vrstu ili kolonu i promeniti sve znake u izabranoj
vrsti/koloni u suprotne (plus prelazi u minus a minus prelazi u plus). Koliko najvise pluseva moze sadrzati
nasa tabla posle tacno K poteza?

Ulaz. Prvih 8 redova standardnog ulaza sadrZe po 8 znakova ('+'ili '—') - i-ti red predstavlja opis i-tog reda
tablice. Deveti red sadrzi prirodan broj K (1 < K < 10°) - potreban broj poteza.

1zlaz. U prvi i jedini red standardnog izlaza ispisati koliko najvise znakova '4+' moZe sadrzati tabla posle
tacno K poteza .

Primer
Ulaz 1zlaz
++++++—+ 53
-t === +

++++++++
++++++—+
++++++++
—+++++—+
++++++++
—++——+++
2

Objasnjenje primera. Jedno od resenja je da u prvom potezu izaberemo 2. vrstu a u drugom potezu
izaberemo 7. kolonu.

Napomena. U 30% test primera je K < 5.

Resenje i analiza:

Male dimenzije Sahovske table sugerisu da problem Plusevi i Minusevi pripada klasi problema koji se resavaju
metodom isprobavanja svih moguénosti, tj. backtracking-om. Na koliko nacina uopste mozemo izvrsiti K
poteza? Bez dublje analize broj poteza mozemo ograniciti sa 16X — zaista, u svakom potezu biramo neku od
8 vrsta i 8 kolona (ukupno 16 mogucnosti). Za male vrednosti broja K to izgleda prilicno uradivo (zapravo,
backtrack sa tom slozeno$¢u donosi 30 poena) ali K moze biti i do 10°. Ipak, ispostavlja se da vecina tih
poteza dovode do iste konfiguracije table (ovo je i bilo za ocekivati jer je ukupan broj razlicitih tabli “samo”
2164).

Za 1 < i <8, oznatimo sa row[i] - broj promena znakova u i-toj vrsti (tj. koliko smo puta “izabrali” i-tu
vrstu). Analogno, za 1 < j < 8 oznacimo sa col[j] - broj promena znakova u j-toj koloni. Po uslovu zadatka
mora vaziti glavna jednacina:

8 8

2 rowli] + ; col[j] = K.

=1

Oznacimo sa a[i][j] — znak koji se nalazio na poéetku u preseku i-te vrste i j-te kolone nase table. Kako se
promenio taj znak posle K poteza? On se promenio tacno row|[i] + col[j] puta. Prema tome, ukoliko je broj
rowli] + col[j] paran, znak ali][j] je ostao isti a inaCe se promenio u suprotni. Zaklju¢ujemo da krajnji

ANALIZA PROBLEMA SA RESENJIMA 12



PRVA RUNDA KVALIFIKACIJA SKOLSKA 2012/2013. GODINA

izgled znaka zavisi isklju€ivo od parnosti brojeva row|[i] i col[j] dok ne zavisi od redosleda kojim smo
menjali znakove po vrstama/kolonama (ovo je standardna i poznata osobina operacije koja samo “obrée”
stanja). Kako je i,j proizvoljno, ovo vazi za celu tabluy, tj. izgled table posle K poteza zavisi iskljuivo od
parnosti elementa nizova row i col. Svaki element niza row moze biti paran ili neparan (28 moguénosti) i
svaki element niza col moze biti paran ili neparan (28 moguc¢nosti) pa posle K poteza mozemo dobiti najvise
28 .28 = 216 razli¢itih tabli. Ali nisu sve kombinacije par-nepar validne, moramo uzeti u obzir i glavnu
jednacinu.

Neka je, za svako 1 < i < 8, row[i] = 2 -row'[i] + r[i] i colli] = 2 - col'[i] + c]i], gde su r[i], col[i] €
{0,1}. Prema prethodnoj diskusiji, krajnji izgled table zavisi samo od brojeva r[i] i c[i]. Ukoliko ovo
zamenimo u glavnu jednacinu, dobijamo

8 8 8

8
2 Zrow’[i]+;col’[j] +Zr[i]+;c[i] - K.

i=1 i=1

Kako surow’, col’ nizovi nenegativnih celih brojeva, iz prethodne jednacine zaklju¢ujemo da binarni nizovir
i ¢ moraju zadovoljavati sledeca dva uslova:

o XL rll+3% cll=Ki
o vl +3X% clil <Kk

Obratno, ako su prethodna dva uslova zadovoljena, uvek mozemo izabrati nizove row’ i col’ tako da glavna
jednacina vaZi. Prema tome, sve moguce table moZemo dobiti promenom svake vrste/kolone najvise jednom
pri cemu ako i-tu vrstu menjamo r[i] puta a j-tu kolonu c[j] puta, binarni nizovi r i ¢ moraju zadovoljavati
prethodna 2 uslova.

Sada je algoritam prilicno jasan: za sve moguce kombinacije binarnih nizova r i ¢, ukoliko zadovoljavaju
gornja 2 uslova, izracuna¢emo broj pluseva koji se dobijaju odgovarajuéim promenama i uzeéemo najveéu
od svih tako dobijenih vrednosti. Najlakse je nizove 7 i ¢ kodirati po jednim brojem iz segmenta [0,28 — 1] a
kasnije ih rekonstruisati iz binarnog zapisa — tehnika poznata kao korisé¢enje bitmaski (vidi Sliku 1).

01100100

P P,POFOF OO

Slika 1. Primer kodiranja nizova r i c: Situaciju kada vrSimo promene u trecoj, petoj, sedmoj i osmoj vrsti i promene u drugoj, trecoj
i 3estoj koloni moZemo predstaviti uredjenim parom brojeva (R, C) = (43,100) jer je 43 = (00101011),i100 = (01100100),
pa nizove 1 i ¢ jednostavno procitamo iz binarnih zapisa brojeva R i C.

. _______________________________________________________________________________________________|
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Pseudo kod opisanog resenja:

Ulaz: matrica ali][j] i broj K
Izlaz: najvec¢i moguc¢i broj pluseva posle K poteza

01 max = 0;

02 for R = 0 to 28—-1 do

03 for C = 0 to 28—1 do

04 r[] = binarni zapis broja R;

05 c[] = binarni zapis broja C;

06 s = Yrli] + Xcli];

07 if (S<K and (S-K) mod 2 = 0) then

08 plusevi = brojPlusevaPosleDatihPromena;
09 if plusevi > max then max = plusevi;
10 endif

11 endfor

12 endfor

13 return max;

IskomentarisSimo delove koda: u liniji 07 vr§imo proveru pomenuta dva uslova. Linija 08 ra¢una broj pluseva
posle promena vrsta/kolona odredenih nizovima r i ¢ - slozenost ove linije je 0(n?) gde je n veli¢ina table
jer tu jednostavno prolazimo kroz celu tablu. Na polju [i][j] se trenutno nalazi plus akko vazi

(alillj] =" +" and (r[i] + col[j]) mod 2 = 0) or (a[il[j] =" —' and (r[i] + col[j]) mod 2 # 0).
Ukupna sloZenost algoritma je 0(2%2"n?) §to zan = 8 osvaja maksimalan broj poena.

Zbog prirode problema i malih ogranicenja, moguce je bilo razviti i drugacija resenja koja su se zasnivala na
raznim greedy algoritmima i slicnim heuristikama. lako takva reSenja nisu ta¢na, solidan deo njih je uzeo
solidan broj poena.

Pomenimo da postoji i algoritam bolje sloZenosti. Pretpostavimo da smo fiksirali niz c, tj. da smo odlucili u
kojim kolonama ¢éemo menjati znakove a u kojim ne. Ukoliko te promene izvrSimo odmah, ostaje nam da
izvrSimo izbor vrsta u kojima ¢emo vrsiti promene. U prethodnom algoritmu smo to radili tako $to smo
probali svih 28 moguénosti. Medutim, ovde radi i grabljivi (greedy) metod: posmatrajmo vrstu i. Ukoliko je
u njoj broj pluseva vedi ili jednak od broja minusa, sigurno se ne isplati da vrSimo promenu u ovoj vrsti (vise
ne vrSimo promene po kolonama pa bi promena u i-toj vrsti dovela do smanjenja broja pluseva). U
suprotnom, uvek se ispalti da izvrSimo promenu u toj vrsti. Medutim, stalno treba voditi racuna o pomenuta
2 uslova za nizove 7 i ¢ - u opStem slucaju broj vrsti koje moZzemo da okrenemo ¢e nam biti ogranicen i u tom
slu¢aju je najbolje okrenuti one sa najvie minusa. SloZenost algoritma je 0(2"n?). Detalje implementacije i
analizu slu¢ajeva ostavljamo zainteresovanom ¢itaocu.
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